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1. ELS CARTOGRAMES GEOGRAFICS

L’objectiu d’aquesta presentacid és posar de manifest la matematica
que hi ha darrere de la construccio dels cartogrames geografics, que
son representacions geografiques en que cada regio o cada pais apareix
amb una area proporcional a alguna magnitud que es vulgui destacar.
Per exemple, en el cartograma que apareix a la figura 1, que prové del
web del projecte Worldmapper [11], larea de cada estat és proporcio-
nal al nombre dels seus habitants, segons dades de I’any 2002.

F1GUurA 1. Cartograma del nombre d’habitants (2002).

Els cartogrames geografics, com es pot veure, sén formes vistoses
i eficaces de posar de manifest, de vegades de manera espectacular,
diferencies o similituds entre regions o entre el repartiment de certes
magnituds. I el seu Us s’ha comencat a estendre en els darrers anys
gracies a potents programes informatics de llicencia lliure que ser-
veixen per a calcular-los i dibuixar-los, fonamentalment els basats en
I’algorisme equalitzador de densitats, que explicarem més endavant, i a
la seva implementacio informatica, iniciada per M. T. Gastner i M. E.
J. Newman en el seu treball de 'any 2004 [8]. Abans d’aquell any 1'is
de cartogrames entre els geografs ja era una practica forga freqiient,
pero el procediment era més o menys heuristic i combinatori, d’apa-



renga menys atractiva, com el de la figura 2, en que es representa el
producte interior brut dels estats, segons dades de ’any 1976.

F1GurA 2. Cartograma del PIB del 1976.

Es interessant de notar, pel que diré després, que en aquest car-
tograma sembla que Austria no tingui frontera amb Hongria ni amb
I’antiga Txecoslovaquia, quan en realitat si que en tenia, i que Polonia
tingui frontera amb Romania, quan en realitat no en tenia. Aquesta
propietat, que en terminologia matematica anomenem falta de conti-
nuitat quan parlem d’una transformacié que converteix un mapa en
un altre, els geografs 'han descrit dient que els cartogrames perdien
contigiiitat. Em permeto insistir en aquesta propietat perque els tre-
balls que el meu grup de recerca i jo mateix hem fet sobre aquestes
transformacions han posat especialment ’accent en aquest punt, que
ha resultat precisament el més dificil d’analitzar.

Com deiem, doncs, els cartogrames geografics també existien abans
de l'algorisme equalitzador de densitats, pero tenien una naturalesa
més aviat combinatoria, amb alguns defectes, com la possible perdua
de contigiiitat a que ens hem referit. Tot i aix0, amb els cartogrames
geografics es feien treballs geografics importants, com els fets per D.
Dorling i els seus col-laboradors a la Universitat de Sheffield, entre
els quals voldriem esmentar el llibre de 1996 del mateix Dorling [5],
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'article recopilatori de W. R. Tobler (2004) [10] i el llibre recent (2013)
de B. Hennig [9].

Pero la gran revolucié en la confeccié dels cartogrames es va pro-
duir I'any 2004 amb I’aparicié dels metodes ja esmentats de Gastner
i Newman. Aquests metodes van donar lloc a les publicacions del
projecte Worldmapper [11] i també al bonic llibre de recull d’aquestes
imatges de Dorling, Newman i A. Barford The Atlas of the Real World
(2008) [6]. L’algorisme equalitzador de densitats ja havia estat analit-
zat, encara que de manera preliminar, des del punt de vista matematic,
I'any anterior en un article [2] i encara abans en una comunicacié en
un congrés [1].

Com veiem, doncs, en els cartogrames geografics es posa emfasi
en el valor de les arees de les regions representades, perque aquests
valors es volen fer proporcionals a certes magnituds que es volen des-
tacar. Potser és el moment, doncs, de passar revista i examinar com
s’ha tractat el problema de les arees en la cartografia tradicional i les
aportacions que s’hi han fet des del punt de vista matematic. La repre-
sentacié més coneguda de 'esfera terrestre és la projeccié de Mercator,
presentada per aquest geograf i cartograf flamenc el 1569. Encara que
des del punt de vista cartografic és una representacié que pot ser molt
criticable, el fet és que és la que dona els perfils i les formes que tots
tenim al cap quan pensem en paisos, illes i continents, i la que és a
la base del mapa que, sens dubte, és el més consultat avui en dia,
el de Google Maps. Sense entrar en els detalls geometrics precisos,
la projeccié de Mercator s’obté projectant primer sobre un cilindre i
desenvolupant després el cilindre en un pla. Les distorsions de lon-
gituds i arees es fan més agudes quan ens allunyem de l'equador, i
per aquesta rad la majoria de les reproduccions d’aquesta projeccid
abracen només un rang moderat de latituds. El mapa que reproduim
a la figura 3, en canvi, extret de la Viquipedia, abraca un rang forca
gran.

En aquest mapa es veu la gran deformacio de les arees. Per exem-
ple, sembla que I’Antartida tingui gairebé més superficie que la resta
de continents, i aix0 que no hi és representada tota. També és enga-
nyosa la comparacié entre les superficies de l'illa de Groenlandia i el



FicurA 3. Projeccié de Mercator.

continent d’Australia: les dades reals son que Groenlandia ocupa uns
dos milions de quilometres quadrats, mentre que Australia n’ocupa
més de set. I aixo no és el que sembla en el mapa...

Aquesta limitacié de la projeccié de Mercator ja és coneguda des
dels temps en que va ser proposada. El planisferi de Mercator té altres
avantatges, pero no pas que preservi les proporcions de les arees. Els
mapes que conserven aquesta proporcié reben el nom de projeccions
equivalents. Potser una de les més conegudes és la projeccié cilindrica
equivalent de Lambert, que reproduim a la figura 4.

L’exemple d’aquesta projeccié en comparacié de la projeccié de
Mercator ens insinua la possibilitat, que finalment resultara certa, que
podem fer transformacions en un mapa de manera que les arees de cer-
tes regions acabin valent allo que nosaltres volem. Aquesta conviccid
és la que déna lloc al problema matematic dels cartogrames geografics.



FI1GURA 4. Projeccié equivalent de Lambert.

Per adonar-nos del poder d’aquestes imatges, reproduim a les fi-
gures 5 i 6 dos cartogrames prou colpidors, extrets també del projecte
Worldmapper [11].

FIGURA 5. Despeses militars (2002).

Finalment, reproduim la figura 7 cedida per la Societat Catalana de
Quimica, que no és un cartograma geografic pero que és una cosa molt
semblant, ja que les arees de les diferents regions que s’hi representen
tenen un significat. En aquest cas, cada element quimic de la taula
periodica dels elements apareix en una regié que és una deformacié
del tipic rectangle i 'area de la regié deformada és proporcional a la
presencia de ’esmentat element a la Terra.



FIGURA 6. Nombre de morts a causa d’una guerra (2002).

Ficura 7. Els elements quimics d’acord amb la seva abundancia a la Terra.
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2. CARTOGRAMES I TRANSFORMACIONS AMB UN JACOBIA DONAT

La figura 8 reprodueix un cartograma realitzat per A. Avinyé sobre
la poblacié de Catalunya per comarques.

FIGURA 8. Habitants per comarques (Avinyd, 2010).

La figura ens permet introduir la notacié que seguirem a partir
d’ara. Suposem que R és un rectangle del pla x,y i que volem fer una
transformaci6 T : R — R que envil un punt de coordenades (z,y)
a un punt de coordenades (u,v) que seran, naturalment, funcié de z
iy u=u(r,y), v=nuv(ry) Qualsevol imatge que tinguem en les
coordenades z,y quedara deformada després de la transformacié T,
com ara el que es veu a la figura 9.

Ens preguntem ara com es deformen les arees quan passem d’una
figura a l'altra. La resposta ve donada pel jacobia, o sigui, la funcié
seglient:

o 0
J(z,y) = det DT(z,y) = det gg g% :
or Oy

que ens dona en cada punt el factor pel qual les arees es multipliquen.
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F1cUurA 9. Imatge original i imatge deformada.

Ficura 10. Relacio entre les arees dels petits triangles.

Aixo0 es veu reflectit a la figura 10, en la qual hem dibuixat un petit
triangle a la imatge original i el triangle transformat en I’altra imatge.
Si la transformacié és prou suau, diferenciable, per ser més precisos,
la imatge d’un triangle prou petit (infinitesimal) a 1’original és també
un triangle (infinitesimal) a la imatge deformada, i la relaci6 entre les
arees d’aquests dos triangles és el jacobia que acabem de considerar.

Quan volem construir un cartograma, definim a la imatge original
una funcié f(z,y) a cada punt. Si en un punt aquesta funcié pren
un valor més gran que 1, per exemple, és que volem que la regié que
envolta aquell punt augmenti d’area després de realitzar la transfor-
macié, i si f(z,y) < 1, és que volem que 'area s’encongeixi. I voldrem
trobar una transformacié (z,y) — (u,v) que tingui un jacobia igual
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a f(z,y). En definitiva, el que voldriem és trobar una soluci6 de 1'e-
quacié en derivades parcials segiient, en la qual les incognites soén les
funcions u(x,y) i v(z,y):

ou(x,y) Ov(z,y) Ou(z,y)dv(x,y)

acompanyada d'unes condicions de contorn adients a fi que la imatge
del rectangle R on esta definida la imatge original coincideixi amb el
mateix rectangle i que no hi hagi regions de la imatge inicial que surtin
del rectangle en considerar la imatge transformada.

Per aquesta rad, aquest problema té una restriccié forga natural,
que és

/ f(z,y) dedy = / 1 daxdy = area de R,
R R

perque no podem pas pretendre encabir de nou en el rectangle R una
imatge si de mitjana la dilatacié és més gran que la unitat. Si aquesta
restriccié no es compleix, el problema no pot pas tenir solucio.

No és dificil de veure que, en canvi, si té una solucié, necessariament
en té moltes. Aixo és degut al fet que hi ha moltes transformacions que
transformen el rectangle R en si mateix i que conserven totes les arees.
Component la transformacié T amb qualsevol d’aquestes transforma-
cions que conserven les arees, obtindriem noves solucions de 1’equacio
en derivades parcials que hem plantejat.

L’algorisme equalitzador de densitats es basa en els fenomens fisics
de conduccié de la calor (o difusié d’una densitat) i d’adveccié d’una
densitat. La conducci6 de la calor és el fenomen pel qual les regions
més calentes d’un material cedeixen calor a les regions més fredes,
de manera que, al cap del temps, la temperatura del cos acaba sent
homogenia. Aixo és el mateix que passa amb la difusié d’'una densitat,
per exemple, la densitat d’un cert component quimic que esta dissolt
en un liquid en repos: per causa de la difusié, les zones on hi ha
més concentracié d’aquest component quimic acaben cedint una part
d’aquesta concentracio a les zones on la densitat és menor i, finalment,
la densitat acaba sent homogenia.
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En canvi, 'advecci6 és un fenomen de transport ben diferent. La
densitat d’'una especie quimica dissolta en un fluid pot variar respec-
te al temps pero simplement perque el fluid es mou amb una certa
velocitat 'V, que pot ser diferent en cada punt i pot ser que tampoc
no sigui estacionaria. D’aquesta manera, si el camp de velocitats fa
que en una certa zona les particules del fluid (pensem en un gas, per
exemple) convergeixin, en el sentit que s’acosten les unes a les altres,
aleshores la densitat augmentara en aquella zona, i passara el contrari
si les particules divergeixen.

La idea de 'algorisme equalitzador de densitats consisteix a mime-
titzar mitjancant un procés d’adveccié el que ocorre en un procés de
difusié. Des del punt de vista matematic, aixo té una expressié molt
simple. L’evolucié al llarg del temps d’una densitat que varia a causa
de la difusié compleix 1’equacié en derivades parcials

on hem suposat que el coeficient de difusié val la unitat.

En canvi, una densitat sotmesa a adveccié al llarg d'un camp de
velocitats V varia segons la llei

dp

— 4+ V- (pV)=0.
T (pV)

Es ben senzill, per tant, d’entendre que el procés d’adveccié té els
mateixos resultats que el procés de difusié si p compleix I'equacié de
la difusi6 i s’ha pres

Dit d'una altra manera: si tenim una densitat inicial no homogenia
f(x,y) sotmesa a difusi6, al cap d’'un temps aquesta evolucionara i
es convertira en la seva mitjana, s’equalitzara. Si coneixem 1’evoluci
p(x,y,t) d’aquesta mateixa densitat i considerem el camp de velocitats
V = —Vp/p, el resultat d’aquesta equalitzaci6 sera el mateix que si
les particules s’haguessin mogut amb aquest camp de velocitats.
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L’algorisme equalitzador de densitats consisteix a fer moure els
punts del mapa segons les velocitats V.= —Vp/p, després de resoldre
I'equaci6 de la difusid, i a deixar-los-hi movent-se un temps (en teoria)
infinit. D’aquesta manera, les zones on inicialment f(z,y) era gran
es dilataran, i les zones on inicialment f(z,y) era petita s’encongiran,
que és el que voliem.

Escrit d’'una manera més precisa, suposem R donat i f(z,y) > 0
també, de manera que [, f(z,y) dzdy = area(R). Donat zy = (2o, o)
a R, definim T(zg) pel procediment segiient:

/

p: =V? aR, perat>0,

pp=0 adR, perat>0,

p(r,y,0) = f(x,y),
Sty Volalt).0)
p(z(t),t)

z(0) = zo,

T(z0) = limy_,o0 z(2).

per at > 0,

\

Es tracta, doncs, de resoldre, primer, una equacié en derivades
parcials i, després, un sistema d’equacions diferencials ordinaries.

Una demostracié una mica formal que la transformacio aixi defi-
nida té el jacobia que volem és la segiient: definim, en primer lloc,
Vi(w) = —=Vp(w,t)/p(w,t) i T" per (d/dt)T*(z) = V'(T"(z)). Pel
teorema de Liouville,

4 Indet (DT*(z)) =V - V/(T'(z)).

dt
Per la definicié de V! i com que p satisfa I'equacié de la calor,
2 " AN 2
p(w,1) p(w,1)

- —%lnp(w,t) —Viw) - (Vinp(w,t)).

Per tant, (V- V! (T4 (z)) = —(d/dt) (Inp (T (z))) . Aleshores,
det (DT'(z)  p(T(x),0)

det (DTO(z))  p(T'(2).t)
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Finalment, el resultat se segueix, ja que T°(z) = z, p(0,z) = f(z) i
p(y,t) — 1 quan t — oo.

L’anterior calcul formal pot fer-se rigords si la densitat f(x,y) és
una funcié que pertany a alguna classe de Holder C*(R). En aquest
cas, T resulta que és de classe C1 .

Les dificultats deriven del fet que la constant de Lipschitz de V!
tendeix a infinit massa de pressa quan ¢ — 0 si f(z,y) no esta en una
classe de Holder. En les classes de Holder es pot usar la desigualtat

C
Vot )llere < mllf(-)llca,

deguda a V. A. Solonnikov i V. S. Belonosov (1979), que nosaltres
vam aprendre de X. Mora (1983) (vegeu [2] pel que fa als detalls), que
permet d’assegurar que aquest problema no té conseqiieéncies greus.

Tot i aquest resultat positiu, la situacié no és gaire falaguera si
es vol aplicar aquesta teoria al cas dels cartogrames geografics, en els
quals f(z,y) és una funcié constant a trossos, és a dir, que de fet no
és ni continua. L’estudi del cas constant a trossos és I'objecte de la
seccié 4, més avall.

3. CARTOGRAMES A CATALUNYA

Els cartogrames s’han emprat també per a usos especifics de des-
cripci6é de caracteristiques que no sén necessariament mundials, sind
nacionals o regionals. A Catalunya, el geograf J. Feliu, del Departa-
ment de Geografia de la Universitat de Girona (UdG), manté des de
fa uns quants anys un blog titulat £l mapa com a excusa [7], en el qual
exposa diversos cartogrames relacionats amb Catalunya realitzats amb
I’algorisme d’equalitzacié de densitats.

Per cortesia de l'autor, a qui agralm els permisos, reproduim a
continuacio alguns dels cartogrames del seu blog. En el primer, el de
la figura 11, les comunitats autonomes d’Espanya apareixen amb una
area proporcional al seu producte interior brut.
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FiGURA 11. Cartograma de les comunitats autonomes d’Espanya, producte inte-
rior brut, 2010.

Font: INE.

ELABORACIO: Feliu, Departament de Geografia, UdG.

Els dos cartogrames de la figura 12 corresponen a una analisi dels
resultats electorals de les eleccions al Parlament de Catalunya cele-
brades el 2012. En els dos cartogrames les quatre circumscripcions
electorals catalanes apareixen amb una area proporcional al nombre
d’habitants que registra el cens electoral en cadascuna.

En els tres cartogrames de les figures 13-15, realitzats en col-labo-
raci6 amb Avinyd, del Departament de Matematica Aplicada i In-
formatica de la UdG, Catalunya es compara globalment amb la resta
d’Espanya i amb altres estats d’Europa, cosa que déna lloc, també, a
imatges interessants i significatives.
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FIGURA 12. Analisi electoral (parcial). Resultats de CiU (esquerra) i del PSC
(dreta) a les eleccions del Parlament de 2010 (percentatges sobre el total provin-
cial).

ELABORACIO: Feliu, Departament de Geografia, UdG, novembre de 2012.

FiGura 13. Cartograma del producte interior brut (PIB en milions de dolars,
2012).

FonT: Eurostat, INE, Idescat.

ELABORACIO: Feliu i Avinyé, UdG.
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FIGURA 14. Cartograma de les exportacions (en milions d’euros, 2012).
FonT: Eurostat, INE, Idescat.
ELABORACIO: Feliu i Avinyé, UdG.

FiGurA 15. Hipotesi de Catalunya com a nou Estat d’Europa. Cartograma de la
poblacié (nombre d’habitants, 2012).

FonT: Eurostat, INE, Idescat.

ELABORACIO: Feliu i Avinyé, UdG.
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4. CONTINUITAT I CONTIGUITAT

Aquesta secci6 final esta dedicada a explicar els nostres resultats
més recents ([3], [4]) sobre el problema de la continuitat de la trans-
formacio que s’obté amb 'algorisme equalitzador de densitats.

Des del punt de vista de 'analisi de I'algorisme, el problema que
vam creure que quedava pendent era demostrar que 1’algorisme estava
ben plantejat en casos en que la densitat f(z,y) no és una funcié
continua, siné una funcié constant a trossos.

I el problema de la continuitat esta completament lligat al proble-
ma de la unicitat de solucié de les equacions diferencials ordinaries
que hi estan involucrades. Aix0 es veu potser més clar en l'exem-
ple segiient, en el qual es considera un procediment diferent per a
construir una transformacié amb un jacobia donat. En la literatu-
ra matematica aquest procediment es coneix com el procediment de
Knothe-Rosenblatt.

Es construeix

& : [0, a] x [0,0] = [0, a] x [0,0]

mitjangant la formula

fo Jo £(&m)dn dg

(Zj) - (vl(bfix@)/)) | b fmdn

Jo (.n)dn

En aquesta férmula ja es veu clarament, per exemple, que si f(z,y)
no és continua, no hi ha cap garantia que sigui continu el numerador
de v(z,y). T aixi és, efectivament. En la figura 16 es veu a l'esquerra
un quadrat dividit en quatre quadrats més petits, i definim f(z,y)
de manera que sigui constant en aquests quadrats petits i prengui,
respectivament, els valors 1/2, 3/2, 3/21 1/2. En el quadrat imatge, a
la dreta, les fronteres dels quatre quadrats s’han deformat de manera
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que s’ha perdut la continuitat en el punt central o, equivalentment, el
punt central s’ha convertit en tot un segment vertical. Que un punt
es converteixi en tot un segment és un fenomen similar al de la perdua
d’unicitat del problema de valor inicial per a equacions diferencials
ordinaries.

FiGurA 16. Una transformaci6 per ’algorisme de Knothe-Rosenblatt.

Els nostres resultats ([3] i [4]) mostren la continuitat de la trans-
formacié T(z,y) per a densitats f(z,y) que inclouen, com a minim,
funcions constants en poligons del pla, que és el cas practic per als
cartogrames geografics.

Si estem interessats en la continuitat respecte a ’estat inicial o en
la unicitat de solucié z(t) per a t proper a 0 d’un problema amb valor
inicial z(0) = zg, podem restringir-nos a considerar z proper a z.
Aix0 és una invitacié a usar idees de 'analisi asimptotica. La situacid
esta representada a la figura 17.

Si es magnifiquen les variables z = (z, y) prop de z = zg i la variable
t prop de t = 0 en les proporcions apropiades, s’acaba obtenint un
problema similar pero a tot el pla i amb una funcié f(z,y) que és
constant en sectors angulars centrats a (diguem) zo = 0.

En aquest problema magnificat, podem demostrar que el problema
esta ben plantejat i que, en particular, hi ha unicitat de solucié. En
les noves variables el sistema d’equacions diferencials ordinaries té la
forma particular
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FIGURA 17. z(t) proper a zg, en casos en queé zg és un punt de discontinuitat.

amb una funcié vectorial fitada H(w) independent del temps. Esta
prou clar que la part de la dreta tindra una constant de Lipschitz com
1/t, que és una funcié no integrable. Perd vam poder demostrar el
resultat segiient:

Teorema (Aviny6, M. Valencia i J. Sola-Morales, 2012, [4]): Si
F(z,t) és continua per a 0 <t <ei0<|z| <e¢, i

M
[F(z,1)| < NG

(F(z1,t) — F(22,1)) - (21 — 22) < LM

per at > 04 L < 1/2, aleshores el problema de valor inicial per a
z' = F(z,t) esta ben plantejat per a t > 0.

Un antecedent d’aquest teorema pot trobar-se en l'exercici 6.8,
<One-sided generalization of Nagumo’s criterions, del llibre Ordinary
Differential Equations de P. Hartman (1964), perd amb algunes va-
riants que volem destacar: en primer lloc, que alla es demana que
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F(z,t) sigui continua fins a t = 0, i aix0 no seria aplicable al nostre
cas, i, en segon lloc, en canvi, que la condicié L < 1/2 s’afebleix en
el seu cas a L < 1. També podem dir que la condicié L < 1/2 és
necessaria, perque coneixem un contraexemple facil amb L = 1/2.

En el cas que ens ocupa, per a z' = H(z/v/t)/v/t aquestes hipotesis
simplement demanen: |H| fitada i DH + DH? < 2L < 1. En el
nostre cas, aquestes hipotesis cal comprovar que es verifiquen a partir
de 'equacio en derivades parcials. No donarem detalls sobre aquest
punt.

Només direm, per a posar de manifest que els nostres resultats no
deixen gaire marge de maniobra, que hi ha un cas senzill en el qual la
funcié H(w) és facil de calcular. Es el cas que H(wy, wy) = H(w;). En
aquest cas, H depen d'un parametre C' > 1. El que s’ha de comprovar
és que H'(wy) < 1/2. Els grafics que surten sén els seglients, que ja
es veu que s’acosten al valor limit H' = 1/2.

FIGURA 18. Grafics de H'(w) per a diferents valors de C.
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